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Q1. In un piano verticale, un’asta di massa 2m e lunghezza { ha I'estremo A
incernierato ad un punto fisso di una guida orizzontale r. L’altro estremo B é
incernierato ad una seconda asta BC' di massa trascurabile e lunghezza ¢ che
reca in C' una massa puntiforme 3m. Su C agisce una forza elastica di costante
8mg/t che richiama C' verso il punto di r posto sulla verticale per C'. Introdotti
gli angoli ¥ e ¢ indicati in Figura 1, trovare le coppie (9(0),$(0)) all’istante
t = 0 nel quale il sistema viene rilasciato dalla configurazione 9 = 7/2 e ¢ =0,
con atto di moto individuato dalle condizioni 9(0) = ¢(0) = /g/.
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L’energia cinetica dell’asta AB &
L 22
Tag = gmﬁ 9,

mentre quella del punto C' si ottiene calcolando la velocita di C' per derivazione
rispetto al tempo del vettore

C —A=/(sin? +sinp)e, — (cos? + cosp)e,] :
ve = L[(DcosV + pcos )e, + (Vsind + gsinp)e,] .
Pertanto il contributo di C all’energia cinetica ¢
3 . .
Te = §m€2 [0% + p? + 20 cos(V — ©)].

L’energia potenziale V' ha tre contributi, dovuti al peso di AB, a quello di C' e
alla forza elastica applicata in C"

V = —mgl cos ) — 3mgl(cos ¥ + cos @) + 4mgl(cos ) + cos p)? .



Per trovare le equazioni di LAGRANGE occorre valutare le derivate

oL 11 .

— = —ml*9 + 3ml%pcos(V — ),

55~ 3 peos(d — )
oL 20, . . .
59 = —3ml*dpsin(¥ — @) — dmgl sin + 8mgl sin ¥(cos ¥ + cos )

per 'equazione rispetto a 9 e
L .
ggb = 3mL?[p + 9 cos(9 — )],

L .
ggo = 3mL*Ipsin(V — ) — 3mglsin g + 8mgl sin p(cos Y + cos @)

per 'equazione relativa a . Infine, poiché

d (OL\ 11 - 9. 2.8y -
dt(&?) = 3m£ 9+ 3mlepcos(¥ — ) — 3mlZp(9 — @) sin(P — @)

d L . .
T <(;0> = 3ml2[p + Y cos( — @) — V(I — @) sin( — )]
e grazie alle condizioni iniziali proposte nel testo concludiamo che, scritte le
equazioni di LAGRANGE all’istante t = 0,

Q2. La struttura rigida riportata in Figura é composta da due aste, AC e CB
incernierate tra loro nel punto comune C' ed a terra in A e B. L’asta semi-
circolare CB ha peso /2p e raggio di lunghezza R mentre AC ¢ a forma di
quadrante di circonferenza, ha peso trascurabile e raggio R. Nel punto medio
dell’arco AC' agisce il carico concentrato q = 4pn, dove n = @(ey —ey).
Trovare, all’equilibrio I’angolo y formato con la direzione e, dalla reazione vin-
colare sviluppata in A.
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Occorre determinare la reazione
q:.A = QAxe:c + q)Ayey
sviluppata dalla cerniera in A per ricavare

Ay
Ax

v = arctan

Consideriamo la sola asta AC su cui agiscono, oltre al carico q e alla reazione
® 4 la reazione di cerniera sviluppata in C'

b = DPoe, + @Cyey.
L’equilibrio delle forze agenti su AC lungo e, richiede
D4y + Poy +2pV2 = 0. (1)

Preso come polo rispetto al quale calcolare i momenti il punto O dove si incon-
trano la retta verticale passante per A e la retta orizzontale passante per C,
abbiamo

DPpp + Py =0. (2)

Infine, si consideri ora I'asta C'B su cui agiscono il peso fﬂpey, la reazione di
cerniera ®p = ®p e, + Ppye, applicata in B e la reazione —® ¢, applicata in
C. L’equilibrio dei momenti per 'asta AC rispetto a B richiede

V2

Poy =5~

che, sostituita in (??) e (??), fornisce

Day= "5
€
2

da cui si ottiene

Q3. Dati i tensori:

A=3e,Qe,—2e,Qe,+2e,Qe,
B=e¢e,®e,—2¢,Re,+e.,Re,

ed i vettori
u=ye; +2e, +e,
v =e,; +2e, + ve,



trovare per quale valore di vy si ha Av - Bu = 0.

Con calcoli diretti otteniamo

Av = 3e, +2ve, — 4de,

Bu = —4e; + ey + e,

ed imponendo la condizione di ortogonalita Av - Bu = 0 otteniamo

v=—6.

Q4. In un piano {e,, e,} un’asta rettilinea AB di lunghezza ¢, disposta paralle-
lamente ad e, é parte di una struttura articolata piana. Nel suo punto medio M
e applicato un carico concentrato, pe, # 0. Quale tra le seguenti affermazioni
riguardanti lo sforzo assiale T||, lo sforzo di taglio T, ed il momento flettente
M in M é sicuramente corretta?

O T) e T sono continui, M y ¢ discontinuo. (O Solo M f ¢ continuo.
O My e T, sono continui, 7} ¢ discontinuo.

(O T\ & continuo e M ¢ ha derivata prima discontinua.

O Tjj & continuo, T’ & discontinuo e My ha derivata prima discontinua.
(O Nessuna delle precedenti

Il carico concentrato non ha componente nella direzione dell’asta e pertanto
non puo indurre discontinuita nello sforzo assiale, mentre induce discontinuita
in quello di taglio. Quanto al momento flettente, esso & continuo in M in quanto
non vi sono coppie concentrate. Pertanto la risposta corretta e:

T & continuo, T' ¢ discontinuo e My ha derivata prima discontinua.



